Metody Opracowania Pomiarów

Fizyka Techniczna I: 2001/2002

	Nr,

Data zajęć
	Temat wykładu
	Temat zadania domowego
	Termin oddania 

zadania 

	W1: 18.02
	Statystyka opisowa
	Z1: Obliczenie parametrów próbki, histogram, wykres ramkowy
	4.03

	W2: 25.02
	Niepewności pomiarowe i błędy pomiarowe, niepewności systematyczne, niepewności maksymalne
	Z2: Analiza pomiaru pośredniego obarczonego niepewnościami systematycznymi
	11.03

	W3: 

4.03
	Parametry rozkładu zmiennych losowych
	
	

	W4: 

11.03
	Niektóre rozkłady zmiennych losowych
	Z3: Symulacja rozkładu normalnego, obliczenie estymatorów z wygenerowanej próbki
	25.03

	W5: 

18.03
	Estymatory punktowe z próby i ich własności
	
	

	W6:

25.03
	Niepewności przypadkowe pomiarów pośrednich, niepewność średniej arytmetycznej, niepewności całkowite
	Z4. Wyznaczenie przyśpieszenia ziemskiego i określenie jego niepewności całkowitej
	8.04

	W7: 

8.04
	Estymacja przedziałowa wartości oczekiwanej, wariancji i odchylenia standardowego
	
	

	W8: 

15.04
	Testy istotności dla hipotez dotyczących wartości oczekiwanej 
	Z5: Estymacja przedziałowa wartości oczekiwanej, wariancji i odchylenia standardowego
	22.04

	W9:

22.04
	Test istotności dla hipotez dotyczących wariancji 
	Z6: Testowanie hipotez dotyczących wartości oczekiwanej i wariancji
	6.05

	W10:

29.04
	Test zgodności Pearsona
	Z7: Test zgodności Pearsona
	13.05

	W11:

6.05
	Parametry dwuwymiarowych zmiennych losowych, wnioskowanie dotyczące korelacji
	
	

	W12:

13.05
	Regresja liniowa
	Z8: Regresja liniowa – obliczenie współczynników regresji
	20.05

	W13:

20.05
	Estymacja przedziałowa regresji liniowej
	Z9: Estymacja przedziałowa współczynników regresji liniowej
	27.05

	W14:

27.05
	Powtórzenie materiału
	
	

	W15:

3.06
	Test końcowy, wpisywanie zaliczeń
	
	


STATYSTYKA OPISOWA 

Statystyka
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Statystyka opisowa

Statystyka matematyczna
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Losowanie (pomiar)
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Populacja generalna




Próbka

(rezultaty potencjalnych pomiarów)


(rezultaty pomiarów) 

Statystyka opisowa zajmuje się wstępnym opracowaniem wyników pomiarów (próbki) bez posługiwania się rachunkiem prawdopodobieństwa. Nie wyciągamy wniosków dotyczących populacji generalnej.

Niech  x1, x2, x3,...xn będzie próbką n-elementową.
n – liczność (liczebność). Parametry obliczone z próbki będą dalej nazywane statystykami.

1. Graficzne przedstawienie próbki: szereg rozdzielczy, histogram, łamana częstości

Rozstęp
 R=xmax-xmin
Klasy

Dla próbek o dużej liczebności (n>30) elementy próbki grupuje się w klasach, tj. przedziałach o równej lub nierównej długości. Niech k oznacza ilość klas. Ile klas k przyjąć dla danej próbki? Można się kierować następującymi orientacyjnymi regułami:



k(5 lg(n)
k=1+3.32 lg(n)
k=(n

Zatem, gdy n=20, to k=4 ( 6, gdy n=40, to k=6 ( 8

Długość klasy b(R/k

Niech ni​ – liczność i-tej klasy, a 
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 środek i-tej klasy. Wtedy pary liczb (
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, ni) nazywamy szeregiem rozdzielczym. Graficzne przedstawienie szeregu rozdzielczego nazywa się histogramem.

Na osi poziomej histogramu – środki klas lub granice poszczególnych klas, na osi pionowej histogramu – liczności klas, częstości (frekwencje) w​i=ni/n, lub vi=wi/b. Łącząc punkty o współrzędnych 
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dla i=1,...,k, 
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otrzymujemy tzw. łamaną częstości.

2. Statystyki lokacji rozkładu

Średnia arytmetyczna 
[image: image5.wmf]x

 liczb x1, x2, x3,...xn  określona jest wzorem
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Charakterystyczna własność średniej arytmetycznej: suma wszystkich odchyleń jest równa zero;   
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Średnia geometryczna  
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 liczb dodatnich określona jest wzorem
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Średnia harmoniczna 
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, różnych od zera liczb x1, x2, x3,...xn,, nazywamy odwrotność średniej arytmetycznej odwrotności tych liczb
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Mediana (wartość środkowa) me – środkowa liczbę w uporządkowanej niemalejąco próbce (dla próbki o liczności nieparzystej) lub średnią arytmetyczną dwóch liczb środkowych (dla próbki o liczności parzystej).

Wartością modalną (modą, dominantą) m0 próbki o powtarzających się wartościach nazywamy najczęściej powtarzającą się wartość, o ile istnieje, nie będącą xmin ani xmax.

Jeżeli w szeregu rozdzielczym najliczniejsze są obie klasy skrajne, to szereg rozdzielczy nazywamy antymodalnym typu U, a środek najmniej licznej klasy antymodą. Gdy najliczniejsza jest jedna z klas skrajnych, to szereg rozdzielczy nazywamy antymodalnym typu J.

Rozkład dwumodalny – gdy występują dwie jednakowo liczne i najliczniejsze klasy nie będące skrajnymi.

Rozkład jednomodalny, dwuwierzchołkowy – występują dwie najliczniejsze klasy, ale nie są jednakowo liczne i nie są skrajnymi.

Kwantyl rzędu q (0<q<1) – taka wartość xq, przed którą (tzn.dla x(xq) znajduje się 100q % elementów próbki. Gdy q=0.25, 0.5, 0.75, to takie kwantyle nazywamy kwartylami. Gdy q=0.25 mówimy o kwartylu dolnym, gdy q=0.75 mówimy o kwartylu górnym. Kwartyl q=0.5 jest medianą.

3. Statyki rozproszenia (rozrzutu, rozsiania) rozkładu

Rozstęp R;

Wariancja s2  średnia arytmetyczna kwadratów odchyleń poszczególnych wartości xi od średniej arytmetycznej 
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Odchylenie standardowe 
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Odchylenie przeciętne d1 od wartości średniej – średnia arytmetyczna wartości bezwzględnych odchyleń poszczególnych wartości xi od średniej arytmetycznej
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Odchylenie przeciętne d2 od mediany – średnia arytmetyczna wartości bezwzględnych odchyleń poszczególnych wartości xi od mediany me
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4. Statystyki kształtu rozkładu

Momentem zwykłym ml rzędu l próbki x1, x2, x3,...xn  nazywamy średnią arytmetyczną l-tych potęg wartości xi 
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Zauważmy, że m1=
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Momentem centralnym Ml rzędu l próbki x1, x2, x3,...xn  nazywamy średnią arytmetyczną l-tych potęg odchyleń wartości xi od średniej arytmetycznej 
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 próbki
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Zauważmy, że M1=0, M2=s2.

Współczynnik asymetrii (skośności) g1
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gdzie s jest odchyleniem standardowym. Dla rozkładu normalnego g1=0. Gdy rozkład ma długi „ogon” dla wartości większych od wartości średniej, to g1>0, gdy „ogon” występuje po stronie wartości mniejszej niż średnia, to g1<0.  

Współczynnik koncentracji (skupienia), kurtoza K
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gdzie s jest odchyleniem standardowym. Kurtoza ma wartość 3 dla rozkładu normalnego. Gdy K>3, to rozkład jest bardziej skupiony („szpiczasty”) niż rozkład normalny, gdy K<3, to rozkład jest bardziej spłaszczony niż rozkład normalny. 

Współczynnik spłaszczenia, eksces g2



g2=K-3

Dla rozkładu normalnego g2=0.

Współczynnik zmienności (
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gdzie s jest odchyleniem standardowym.

Współczynnik nierównomierności H
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gdzie d1 jest odchyleniem przeciętnym od średniej arytmetycznej.

5. Graficzne przedstawienie próbki: prawdopodobieństwo skumulowane, wykres ramkowy
Zakładamy, że prawdopodobieństwo uzyskani każdego elementu próbki n elementowej jest równe 1/n. Uporządkujmy próbkę według wartości rosnących. Prawdopodobieństwem skumulowanym (dystrybuantą empiryczną) p(x) dla danego x nazywamy prawdopodobieństwo otrzymania wartości mniejszej lub równej x: p(x)=p(xi(x) w próbce uporządkowanej.

Jednym z wielu sposobów graficznej prezentacji próbki jest wykres ramkowy, potocznie nazywany  ‘pudełkiem z wąsami’ (ang. box-and-whisker plot), zaproponowany w 1977 roku przez J.Tukey’a. Rysujemy najpierw prostokąt, którego dolny bok jest kwartylem dolnym, a górny bok kwartylem górnym. Pozioma linia dzieląca prostokąt to mediana. Wąsy powstają z połączenia powstałego pudełka z krótkimi liniami poziomymi, narysowanymi dla kwantyla q=0.95 (górny wąs) i kwantyla 0.05 (wąs dolny). Na rysunku zaznaczyć można także inne wartości kwantyli (np. 0.01 i 0.99), jak i inne statystyki próbki, np. wartość średnią, ekstremalne wartości w próbce, itp.

PRZYKŁAD: Próbka 40. elementowa – utworzona za pomocą  generatora liczb losowych, z rozkładu lognormalnego LND(4, 0.4)  (Program MATHEMATICA)  

48.4478
69.2368
21.6994
29.3819
65.3572

45.7823
55.4199
42.1859
47.8664
55.7535

87.1514
49.3306
37.5616
56.4771
26.8422

74.2661
51.3336
77.8302
40.1117
41.5877

55.8195
35.9834
67.6347
82.9544
42.1217

61.1744
35.7469
43.1695
48.9212
52.3768

63.7887
39.5142
153.613
98.6516
86.1010

30.4353
34.3459
39.4973
21.1369
91.6702

n=40, xmin=21.1369, xmax=153.613, R=132.476
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Rys. 1. Histogram próbki. Zaznaczono granice klas (na osi x) i ilość elementów w klasie (na osi y)

Statystyki lokacji rozkładu: 

średnia arytmetyczna
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=55.2071

średnia geometryczna
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średnia harmoniczna
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me=49.1259
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brak

Statystyki rozproszenia:

wariancja



s2=615.69

odchylenie standardowe

s=24.8131

odchylenie przeciętne od 
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d1=18.2191

odchylenie przeciętne od me

d2=12.5955

Statystyki kształtu:


moment centralny l=3


M3=25213


moment centralny l=4


M4=2.67679(106


współczynnik asymetrii

g1=1.65037


kurtoza



K=7.06139


eksces




g2=4.06139


współczynnik zmienności

(=44.94 %







współczynnik nierównomierności
H=33.00 %
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 Rys. 2. Wykres skumulowanego prawdopodobieństwa pi (xi) [wyrażonego w %] tego, że znajdziemy w próbce wartość (xi 

Kwantyle:

kwantyl rzędu 0.01

21.1369


kwantyl rzędu 0.05

21.6994


kwantyl rzędu 0.25

39.4973


kwantyl rzędu 0.50

48.9213


kwantyl rzędu 0.75

65.3572


kwantyl rzędu 0.95

91.6703




kwantyl rzędu 0.99

153.614
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Rys. 3. Wykres ramkowy: wartość średnia (kółko z poziomą kreską), wartości ekstremalne (poziome kreski),  kwartyle (pudełko), kwantyle 0.05 i 0.95 (wąsy), kwantyle 0.01 i 0.99 (krzyżyki)

Literatura:  W.Krysicki i inni, Rachunek prawdopodobieństwa i statystyka matematyczna w zadaniach, część II: Statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1995

J.Tukey, Explanatory Data Analysis. Reading, MA:Addison-Wesley, 1977

Eric Weissteins’s World of Mathematics, http://mathworld.wolfram.com/
Niepewności pomiarowe i błędy pomiarowe

uncertainty – niepewność,  error - błąd

Wielkości fizyczne: np. masa, prędkość, oświetlenie, ale nie np. cechy estetyczne, zapach, kształt.

Ilościowo każdą wielkość fizyczną wyrażamy jej marą.

Niech długość l = 25 m.


    wartość liczbowa miary

jednostka miary

Pomiary mogą być 
bezpośrednie: dokonujemy wprost za pomocą jednego przyrządu pomiarowego;

pośrednie: mierzoną wielkość uzyskujemy ze wzoru matematycznego, w którym występuje kilka wielkości mierzonych bezpośrednio

Wartość rzeczywista pewnej wielkości fizycznej  nie będzie nam nigdy znana. Dlatego chcemy ustalić wartość przedziału    (x ( (x), w którym mieści się wartość rzeczywista. 

Niepewność pomiarowa  - połowa szerokości tego przedziału (czyli (x)

Wyróżniamy dwa zasadnicze typy niepewności pomiarowych:

niepewności systematyczne 

i
niepewności przypadkowe

W praktyce w pomiarach występują zarówno niepewności systematyczne, jak i przypadkowe, składające się na niepewność całkowitą. 

Celem ustalenia, która niepewność dominuje, pomiar należy powtórzyć 3-4 razy.

Jeżeli wyniki kolejnych pomiarów są identyczne, wtedy miarą dokładności pomiaru są niepewności systematyczne. Gdy występuje statystyczny rozrzut wyników, czyli każdy pomiar daje inny wynik, lub przynajmniej niektóre wyniki są różne, a różnice pomiędzy poszczególnymi wynikami przewyższają niepewności systematyczne, wtedy dominuje niepewność przypadkowa.

Błąd pomiaru występuje wtedy, gdy istnieje niedokładność w pomiarze, która przesuwa w górę lub w dół wynik końcowy. Wyróżniamy wśród błędów:

błędy systematyczne – ich wpływ na wynik pomiaru daje się dokładnie przewidzieć;

błędy grube (pomyłki).

Źródła błędów systematycznych


przyrząd pomiarowy-
błąd w cechowaniu przyrządu;


obserwator – 

niewłaściwe użycie przyrządu;


metoda pomiaru – 
wadliwe działanie metody, przybliżony charakter stosowanych 

            wzorów.

Błędy grube wynikają najczęściej z niestaranności eksperymentatora.

Ponieważ błędy pomiarowe można wyeliminować, w dalszej części zajmować się będziemy wyłącznie niepewnościami.

Niepewności systematyczne pomiarów bezpośrednich

Niepewność systematyczna jest równa elementarnej działce stosowanego przyrządu, chyba że z instrukcji producenta wynika co innego.

Klasa przyrządu – liczba informująca o niepewności maksymalnej danego urządzenia, wyrażona w procentach zakresu przyrządu. Np. amperomierz o klasie 0.5, zakres 2 A, niepewność systematyczna (x=(0.5/100)(2=0.01 A.

Dla przyrządów cyfrowych niepewność jest najmniejszą liczbą, którą może on wyświetlić.

Niepewność maksymalna – rodzaj niepewności systematycznej, podaje największe maksymalne odchylenie pomiaru x od wartości rzeczywistej xr


(xmax= (x-xp (
Niepewność względna B to stosunek niepewności systematycznej do wyniku pomiaru



B=(x/x

Niepewność procentowa – wyrażona w procentach niepewność względna



Bp=B(100 %

Gdy wykonano kilkakrotnie niezależne pomiary wielkości x z różnymi dokładnościami, otrzymując x1((x1, x2((x2, ..., xn((xn, to należy wprowadzić pojęcie wagi wi
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gdzie C jest dowolną stałą o wymiarze kwadratu niepewności systematycznej. W praktyce na C przyjmuje się taką wartość, aby wagi były liczbami całkowitymi. 

Jako wynik końcowy, zamiast średniej arytmetycznej, przyjmuje się tzw. średnią arytmetyczną ważoną
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natomiast niepewność systematyczna średniej ważonej jest średnią ważoną niepewności poszczególnych pomiarów
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Niepewności maksymalne pomiarów pośrednich

W przypadku pomiarów pośrednich bezpośrednio mierzymy kilka innych wartości, otrzymując wyniki x1((x1, x2((x2, ..., xn((xn, a wynik końcowy na z obliczmy ze wzoru




z=f(x1, x2, ..., xn)

Niepewność maksymalną (zmax obliczamy ze wzoru
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Wzór ten otrzymać można stosując twierdzenie Taylora do funkcji wielu zmiennych i ograniczając się do rozwinięcia liniowego. 

Literatura: H. Strzałkowski (red.), Teoria pomiarów, PWN, Warszawa 1981

Zmienna losowa

Wylosowanie pewnego elementu z populacji generalnej – zdarzenie losowe, natomiast parametr klasyfikujący zdarzenie – zmienna losowa. W kontekście pomiarów:

(zdarzenie losowe – wykonanie pomiaru wielkości fizycznej, 

(zmienna losowa – wartość liczbowa miary wyniku pomiaru.

Zmienne losowe oznaczymy dużymi literami X,Y, ..., a wartości przyjmowane przez zmienne losowe małymi x, y, ... lub xi.

Zmienna losowa


skokowa

ciągła

Każdemu zdarzeniu można przypisać pewne prawdopodobieństwo P(X=a). 

Dystrybuanta F(x) jest łącznym prawdopodobieństwem uzyskania wyniku z przedziału od (( do x.

P(X<x)=P(((<X<a)=F(x)

Dystrybuanta jest niemalejącą funkcją zmiennej losowej X. Gdy x((, to F(x)=1, gdy x(((, to F(x)=0.

Rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej skokowej: P(X=x)=pi

Dla ciągłej zmiennej losowej stosuje się gęstość prawdopodobieństwa f(x) zmiennej losowej – pochodna dystrybuanty:
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Rozkład gęstości prawdopodobieństwa zmiennej losowej ciągłej nazywamy zależność gęstości prawdopodobieństwa f(x) od wartości x zmiennej losowej X. Znając gęstość prawdopodobieństwa można łatwo obliczyć dystrybuantę ze wzoru





[image: image37.wmf]ò

=

¥

-

x

dx

x

f

x

F

)

(

)

(


Parametry rozkładu zmiennych losowych

Zwykle nie znamy pełnego rozkładu prawdopodobieństwa lub jego znajomość nie jest dla nas interesująca, dlatego wystarcza nam wiedza o kilku jego charakterystycznych parametrach. 

(wartość oczekiwana (nadzieja matematyczna)

(wariancja

(odchylenie standardowe

(momenty 

(kwantyle (fraktyle)

Wartość oczekiwana. Oznaczenia:

E(X) – obliczona z postaci analitycznej rozkładu

( - dla całej populacji
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Definicja (dla skokowej zmiennej losowej)
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gdzie pi jest prawdopodobieństwem wystąpienia wartości xi
lub (dla zmiennej losowej ciągłej)
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Dla dowolnej funkcji Y=H(X) zmiennej losowej X wartość oczekiwana wyraża się wzorem
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Dla n-elementowej próby wartość oczekiwana sprowadza się do średniej arytmetycznej.

Wartość oczekiwana ( nie jest zmienną losową, jest nią natomiast średnia arytmetyczna z próby.

Wariancja. Oznaczenia:


D2(X) - obliczona z postaci analitycznej rozkładu


(2 – wariancja w populacji
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Definicja: wartość oczekiwana kwadratu różnicy zmiennej losowej i jej wartości oczekiwanej

Dla zmiennej losowej skokowej
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co jest równoważne
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Dla skończonej populacji o liczebności n można E(X) zastąpić wartością średnią i wtedy
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Zatem wariancja jest średnią kwadratów odchyleń od wartości średniej

Dla zmiennej losowej ciągłej
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Odchylenie standardowe. Oznaczenia:


( – odchylenie standardowe w populacji


Sx- odchylenie standardowe próby

Definicja: pierwiastek kwadratowy z wariancji
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Odchylenie standardowe ma ten sam wymiar co X i jest przyjmowane jako miara przypadkowej niepewności pomiarowej.

Moment k-ty zmiennej losowej X względem punktu d




mk=E{(X - d)k}

gdzie k- rząd momentu. Gdy d=0, to mówimy o momentach bezwzględnych, gdy d=E(X), to mówimy o momentach centralnych.

Wartość oczekiwana: d=0; k=1

Wariancja: d=E(X); k=2

Dla rozkładów symetrycznych momenty centralne rzędu nieparzystego zerują się. 

Kwantyle 
Kwantyl rzędu q (0(q(1) stanowi wartość xq zmiennej losowej X, dla której dystrybuanta F(x) jest równa rzędowi kwantyla.


                                                      
       F(x)

                                                                    q

Najczęściej stosowane kwantyle:


kwartyl dolny

q=0.25


mediana

q=0.5


kwartyl górny
 
q=0.75








             xq                       x

Niektóre rozkłady zmiennych losowych

Zmienna losowa skokowa 


Zmienna losowa ciągła

(Rozkład dwumianowy


(Rozkład prostokątny (mikrokanoniczny)

(Rozkład Poissona



(Rozkład normalny (Gaussa)








(Rozkład (2 (chi kwadrat)

(Rozkład Studenta 

Rozkład dwumianowy: wielokrotna realizacja doświadczenia, w wyniku którego otrzymać można tylko jedno z dwu wykluczających się zdarzeń –zdarzenie A (z prawdopodobieństwem p) lub nie-A (z prawdopodobieństwem 1-p). Jako przykład można podać wielokrotnie powtarzany rzut monetą (zdarzenie A- wyrzucenie np. reszki, p=0.5). Jeżeli wyniki kolejnych doświadczeń oznaczymy przez xi (0 lub 1 w rzucaniu monetą), to łączny rezultat n doświadczeń charakteryzuje zmienna losowa X zdefiniowana wzorem
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 Rozkład dwumianowy – rozkład zależności prawdopodobieństwa P(X=k) od wartości k w n doświadczeniach





[image: image50.wmf]k

n

k

p

p

k

n

k

X

P

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

)

1

(

)

(


Wartość oczekiwana w rozkładzie dwumianowym dla xi=k
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Wariancja rozkładu dwumianowego
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Rozkład Poissona: szczególny przypadek rozkładu dwumianowego zachodzącym wtedy, gdy prawdopodobieństwo p sukcesu jest bardzo małe, a liczba realizacji n na tyle duża, że iloczyn n(p=( jest wielkością stałą, dodatnią i niezbyt dużą. 
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Wartość oczekiwana zmiennej losowej w rozkładzie Poissona
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Wariancja
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Zastosowanie rozkładu Poissona – tam, gdzie liczba obserwowanych przypadków n jest bardzo duża, a prawdopodobieństwo sukcesu p bardzo małe. Przykłady

· rozpad promieniotwórczy: liczba jąder n duża, prawdopodobieństwo rozpadu konkretnego jądra bardzo małe;

· zderzenia cząstek elementarnych, duża ilość cząstek, mała szansa na zderzenie;

· statystyczna kontrola jakości produktów, duża ilość sprawdzanych produktów, mała ilość produktów wybrakowanych.

Rozkład prostokątny: Ma zastosowanie przy analizie niepewności systematycznych. Gęstość prawdopodobieństwa f(x) jest stała wewnątrz przedziału (a, b) i równa zero poza nim.
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Wartość oczekiwana rozkładu prostokątnego
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Wariancja dla rozkładu prostokątnego
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Dla pomiarów obarczonych niepewnością systematyczną (x, mamy b – a = 2(x, zatem
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Rozkład normalny: 

Mamy do czynienia z rozkładem normalnym wtedy, gdy pomiar pewnej wielkości, mającej wartość ( zakłócany jest bardzo dużą liczbą niezależnych czynników, z których każdy z prawdopodobieństwem ½ powoduje odchylenie o niewielką wartość ((.
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Gęstość prawdopodobieństwa rozkładu normalnego standaryzowanego
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Rozkład ten oznaczany jest także jako N(0, 1). Wartość oczekiwana i wariancja rozkładu normalnego standaryzowanego
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Dystrybuanta ((u) rozkładu standaryzowanego
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Wartości dystrybuanty dla u>0 są stabelaryzowane. Wartości dystrybuanty dla u<0 wyznaczyć można z równania: ((-u)=1 - ((u).

Dokonując podstawienia 
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 otrzymamy postać niestandaryzowaną rozkładu Gaussa.

Gęstość prawdopodobieństwa rozkładu normalnego niestandaryzowanego
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Rozkład ten oznaczany jest także jako N((, (). Wartość oczekiwana i wariancja rozkładu normalnego niestandaryzowanego
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Rozkład (2: Gdy Xi są zmiennymi losowymi losowanymi z rozkładu normalnego N(0,1), to 
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ma rozkład chi-kwadrat o k stopniach swobody. Gdy losowanie odbywa się z rozkładu normalnego N((,(), to zmienną losową (2 definiujemy następująco
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Gęstość prawdopodobieństwa rozkładu chi-kwadrat
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gdzie ( jest funkcją gamma Eulera, a parametr k nazywa się liczbą stopni swobody. Gdy k<2, to funkcja f jest malejącą dla x>0, natomiast dla k>2 funkcja ta ma maksimum przy x=k – 2. Dla dużych k funkcja f jest zbliżona do krzywej rozkładu normalnego. Wartość oczekiwana zmiennej losowej o rozkładzie chi kwadrat jest równa liczbie stopni swobody k, zaś wariancja jest równa 2k.

Największe znaczenie praktyczne dla rozkładu chi kwadrat mają tablice wartości krytycznych 
[image: image69.wmf]2

,

k

a

c

 zmiennej losowej (2, dla których
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( nazywa się poziomem istotności. Wielkość (1-() nazywa się poziomem ufności.

Rozkład Studenta: Zmienną losową t Studenta definiujemy wzorem
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gdzie Z jest zmienną losową standaryzowaną N(0, 1), a U zmienną losową o rozkładzie chi kwadrat i k stopniach swobody.

Gęstość prawdopodobieństwa rozkładu Studenta
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gdzie ( jest funkcją gamma Eulera, a parametr k nazywa się liczbą stopni swobody.


Rozkład Studenta jest identyczny z rozkładem Gaussa N(0, 1) dla k=( i staje się coraz bardziej spłaszczony dla malejących k. Wartość oczekiwana rozkładu Studenta jest równa zero, wariancja jest równa k/(k-2).

Tablice Studenta zawierają zazwyczaj tak zwane wartości krytyczne tn,( zmiennej losowej Studenta, zdefiniowane wyrażeniem
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gdzie ( jest ustalonym z góry prawdopodobieństwem, zwanym poziomem istotności.

PRZYKŁADY:

Rozkład normalny N[(,(]. Wygenerowany zostanie zbiór liczb zgodnie z przedstawionym powyżej  schematem powstania rozkładu normalnego. Przyjmuję: (=100, (=1, ilość niezależnych czynników zaburzających (poziomów na rysunku): 60, ilość powtórzeń („pomiarów”): 2000. 

Wygenerowane liczby (program MATHEMATICA) umieszczam w tablicy gauss i eksportuję do pliku gauss.dat
Parametry zbioru tych liczb: rozstęp: 48, wartość średnia: 100.02, wariancja: 61.49, odchylenie standardowe: 7.84, skośność: -0.0375, eksces: -0.0096.

Plik gauss.dat wczytuję do programu Origin i sporządzam histogram. Na histogram nałożono wykres funkcji Gaussa z następującymi parametrami: (=100, (=(60)1/2, współczynnik liczbowy przed gęstością prawdopodobieństwa =(ilość pomiarów)((szerokość klasy)=2000(5=10000. 
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Teoretyczna liczebność danej klasy obliczono korzystając z programu MATHEMATICA.

Ponieważ krzywa Gaussa jest symetryczna względem x=100, to liczebności klasy x>100 jest równa liczebności symetrycznie położonej klasy x<100.

Rozkład (2: 
1. Z rozkładu normalnego N(0,1) losuję 10 liczb:

-0.5373
1.2410

0.4724

-0.0535
-0.0396

0.9565

2.3512

-0.5431
-1.2842
0.7915

2. Znajduję sumę kwadratów tych liczb: S=11.07

3. Sposób postępowania z p. 1-2 powtarzam 40 razy, otrzymując następujące liczby (są to sumy kwadratów wylosowanych 10 liczb): 

11.07

12.6938
9.2834

16.3849
11.2446
7.7831


14.2588
16.6633
12.0763
3.6088

6.77

4.4977


8.8891

7.1067

6.4685

8.9148

13.8252
13.7997

10.0956
11.8455
9.6063

8.2365

7.4864

3.4553


2.4258

8.6349

10.3829
11.1247
7.2504

15.0595

20.7971
3.6683

2.6999

10.714

2.9807

11.0749

11.3654
19.1772
16.514

12.8986



4. Sporządzam histogram dla otrzymanych czterdziestu liczb
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5. Na ten histogram nakładam wykres funkcji rozkładu gęstości prawdopodobieństwa dla rozkładu  chi-kwadrat z k=10 stopniami swobody. Ponieważ funkcja gamma Eulera ((5)=(5-1)!=24, to ta funkcja ma postać
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Ponadto na rysunku przedstawiono, korzystając z dystrybuanty rozkładu, obliczone ilości liczb w każdej z klas.

Rozkład Studenta. Niech liczba stopni swobody k=10. 

1. Z rozkładu normalnego N(0,1) losuję liczbę, którą oznaczę jako Z, z rozkłady chi-kwadrat o dziesięciu stopniach swobody losuję liczbę, którą oznaczę jako U. 

2. Obliczmy wartość parametru t z równania 
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3. Czynności z p.1-2 powtarzam 40 razy, otrzymując poniższe 40 liczb

-1.71664
-2.78894
-0.4572
0.42744
0.03692
-0.08404

0.20736
-1.66423
-0.9279
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-0.02006
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2.66153
-0.73455
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4. Sporządzam histogram dla otrzymanych czterdziestu liczb
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5. Na ten histogram nakładam wykres funkcji rozkładu gęstości prawdopodobieństwa dla rozkładu  Studenta z k=10 stopniami swobody. Ponieważ funkcja gamma Eulera ((5)=24, ((11/2)=(945/32)(1/2 , to ta funkcja ma postać
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Ponadto na rysunku przedstawiono, korzystając z dystrybuanty rozkładu, obliczone ilości liczb w każdej z klas.


Estymatory

Parametry empiryczne obliczone z próby nazywa się statystykami.

Estymator – statystyka z próby obliczona celem uzyskania informacji o parametrach populacji generalnej. Niech



Q – parametr populacji generalnej



Qn – jego estymator obliczony z próby n-elementowej.

Zauważmy, że Qn=f(x1, x2, …, xn) jest zmienną losową, Q nie jest.

Estymator może być:


(zgodny:
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(nieobciążony:


E(Qn)=Q

gdy E(Qn)jest różne od Q, to estymator jest obciążony, a ich różnicę nazywamy obciążeniem estymatora



(najbardziej efektywny:
jest to taki estymator nieobciążony, który ma najmniejszą wariancję spośród wszystkich estymatorów .

Estymatory punktowe z próby i ich własności

	Parametr

estymowany
	Estymator

	
	nazwa
	wzór
	własności

	Wartość oczekiwana


	Wartość średnia
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	1. zgodny

2. nieobciążony

3. najbardziej efektywny      

(roz. normalny)

	Wariancja
	Wariancja z próby 
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	1. zgodny

2. nieobciążony

3. najbardziej efektywny      

(roz. normalny)
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	1. zgodny
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	1. zgodny

2. nieobciążony    

	Odchylenie 

standardowe 
	Odchylenie standardowe z próby
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Estymatory oznaczone ‘daszkiem’ stosujemy dla małej próby (n<30).

Pomiary pośrednie obarczone niepewnościami przypadkowymi. 

Niech zmienna z będzie funkcją p niezależnych zmiennych xi
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Mierzymy zmienne xq, chcemy wyznaczyć wartość wielkości nie mierzonej z oraz jej odchylenie standardowe Sz . Niech 
[image: image88.wmf]q

x

będzie średnią wartością wielkości xq, zaś 
[image: image89.wmf]q
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odchyleniem standardowym pojedynczego pomiaru wielkości xq:
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Wartość średnią 
[image: image91.wmf]z

 wyznaczamy z równania
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]
natomiast wariancję 
[image: image94.wmf]2
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 z tzw. prawa przenoszenia wariancji
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Odchylenie standardowe Sz oblicza się z tzw. prawa przenoszenia odchyleń standardowych
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Odchylenie standardowe jest miarą niepewności pomiarowych poszczególnych wyników wchodzących w skład próby. Jaka jest niepewność pomiarowa końcowego wyniku pomiaru, czyli wartości średniej?

Niepewność pomiarowa wartości średniej 

Zauważmy, że wartość średnią 
[image: image97.wmf]x

można traktować formalnie jako wielkość mierzoną pośrednio, obliczaną ze wzoru
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Wtedy odchylenie standardowe wartości średniej 
[image: image99.wmf]x
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 można obliczyć korzystając z prawa przenoszenia odchyleń standardowych. W tym celu przyjmujemy, że 
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Podstawiając powyższe dwa wzory do prawa przenoszenia odchyleń standardowych otrzymamy
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Dla dużej próby otrzymamy zatem ostatecznie
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zaś dla małej próby
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Jak więc widać z powyższych wzorów odchylenie standardowe średniej 
[image: image105.wmf]x

S

 jest mniejsze od odchylenia standardowego Sx pojedynczego pomiaru (niepewność średniej jest mniejsza niż niepewność poszczególnego pomiaru). Ilustruje to poniższy rysunek, na którym wartości xi zaznaczone są punktami, długość odcinka ze środkowym punktem wynosi 2Sx, średnia arytmetyczna reprezentowana jest pionową linią, zaś długość krótszego boku zacieniowanego prostokąta wynosi  
[image: image106.wmf]x
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 (oś pionowa wprowadzona została jedynie dla zwiększenia czytelności rysunku).
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 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf]
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Dla bardzo małych prób wyniki pomiarów podlegają rozkładowi Studenta. Jaką niepewność przypisać uzyskanej z próby wartości średniej? Przyjmując interpretacje probabilistyczną odchylenia standardowego w rozkładzie normalnym (prawdopodobieństwo uzyskania wyniku spoza przedziału  
[image: image109.wmf]x
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 wynosi  31.74%), znajdujemy taką wartość krytyczną w rozkładzie Studenta tn,(, dla której (=0.3174(0.32. Wtedy dla bardzo małej próby
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Wartości krytyczne tn,0.32 dla niektórych wartości n podane są w tabeli poniżej.

	Liczebność próby n
	Wartość krytyczna tn,0.3174

	3
	1.3210

	4
	1.1966

	5
	1.1414

	6
	1.1103

	7
	1.0903

	8
	1.0765

	9
	1.0663

	10
	1.0585

	15
	1.0368


Odchylenie standardowe wielkości mierzonej pośrednio otrzymamy podstawiając do wzoru (() wariancję średniej 
[image: image112.wmf]2
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 zamiast wariancji poszczególnych pomiarów 
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]å
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W przypadku gdy znamy tylko wariancje 
[image: image117.wmf]2
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 oraz liczebności próby nq każdej zmiennej losowej, wzór końcowy na odchylenie standardowe 
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 otrzymamy przez podstawienie wyrażenia (() do równania  ((), uzyskując
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Niepewność całkowita pomiarów bezpośrednich

Zakładamy, że mierzona wielkość x obarczona jest zarówno R różnymi niepewnościami systematycznymi (rx (r=1,2,...,R), jak i niepewnością przypadkową, opisaną odchyleniem standardowym średniej 
[image: image120.wmf]x

S

.Niepewności systematyczne poszczególnych przyczynków (rx zamieniamy na odpowiadające im odchylenia standardowe Sr za pomocą równania 
[image: image121.wmf]3
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, a niepewność całkowitą Sc obliczymy z prawa przenoszenia odchyleń standardowych 
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Niepewność całkowita pomiarów pośrednich

Niepewność całkowita (całkowite odchylenie standardowe 
[image: image123.wmf]y
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) , na którą składają się niepewności przypadkowe i systematyczne obliczymy korzystając ze wzoru (() i ze wzoru powyżej 
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Przykład: Wyznaczanie przyśpieszenia ziemskiego za pomocą wahadła matematycznego.

1. Pomiary długości wahadła [m]: {1.241; 1.243; 1.240; 1.243; 1.242}

wartość średnia 
[image: image125.wmf]l

=1.2418, odchylenie standardowe średniej długości 
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(l1 – niepewność systematyczna związana z dokładnością użytej miarki 

0.001

(l2 – niepewność systematyczna związana z przyłożeniem początku miarki

0.001

(l3 – niepewność systematyczna związana z przyłożeniem końca miarki

0.001

Niepewność całkowita długości wahadła (odchylnie standardowe) 
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2. Pomiary czasu k=30  wahnięć wahadła [s]: {66.1; 65.4; 66.0; 66.6; 65.5}

wartość średnia 
[image: image129.wmf]9200
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 , odchylenie standardowe średniego czasu
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(t1 – niepewność systematyczna związana z dokładnością użytego stopera:

0.1

(t2 – niepewność systematyczna związana z włączeniem stopera:


0.2

(t3 – niepewność systematyczna związana z wyłączeniem stopera:


0.2 


Niepewność całkowita czasu 30-tu wahnięć (odchylenie standardowe)
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3. Obliczenie okresu wahnięć i jego odchylenia standardowego:
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4. Obliczenie przyśpieszenia ziemskiego i jego niepewności całkowitej
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[image: image135.wmf]0938

.

0

0087071

.

0

0000965

.

0

2

2

2

)

(

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

T

ca

l

g

S

T

g

S

l

g

S


Rezultat końcowy zapiszemy w postaci


g=10.15(0.09 m/s2
Estymacja przedziałowa

W estymacji przedziałowej podajemy przedziały ufności dla nieznanych parametrów.

Przedziałem ufności (ang. confidence interval) dla parametru ( na poziomie ufności (1-() nazywamy przedział ((1, (2) spełniający następujące warunki:


(jego końce (1=(1(x1,x2,...xn);  (2=(2(x1,x2,...,xn) są funkcjami próby i nie zależą od szacowanego parametru (
(prawdopodobieństwo pokrycia przez ten przedział nieznanego parametru jest równe (1-(), co zapisujemy w postaci



P((1(x1,x2,...xn)<(<(2(x1,x2,...,xn))=1-(

gdzie ( jest ustalonym z góry prawdopodobieństwem.

Stosuje się następującą terminologię: 
(
poziom istotności

1-(
poziom ufności (ang. confidence level)









Na rysunku powyżej poziom ufności 1-( jest równy 5/6.

Do estymacji przedziałowej (dla małych prób, n<30, losowanych z populacji o rozkładzie normalnym)

wartości oczekiwanej - 


stosuje się rozkład Studenta

wariancji i odchylenia standardowego - 
stosuje się rozkład chi kwadrat

Estymacja przedziałowa wartości oczekiwanej (
Ponieważ statystyka 
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Przekształcając powyższe równanie
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otrzymamy ostatecznie 
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 odchyleniem standardowym średniej arytmetycznej.

Równanie (() czytamy następująco: (1-()100% przedziałem ufności dla nieznanej wartości oczekiwanej jest przedział określony podwójną nierównością: 
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Estymacja przedziałowa wariancji (2 i odchylenia standardowego (
Ponieważ statystyka 
[image: image148.wmf]2

2

2

s

c

x

nS

=

, gdzie 
[image: image149.wmf](

)

n

x

x

S

n

i

i

x

å

-

=

=

1

2

2

, ma rozkład (2 o r=n-1 stopniach swobody, to 





[image: image150.wmf](

)

a

c

c

c

-

=

<

<

1

2

2

2

2

1

P



Oznacza to, że 
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Po prostym przekształceniu otrzymamy końcowy rezultat
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Wartości 
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odczytujemy z tablic dystrybuanty rozkładu (2.Wartość 
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Dla odchylenia standardowego przedział ufności otrzymamy przez spierwiastkowanie nierówności stojącej pod znakiem prawdopodobieństwa w powyższym wyrażeniu dla wariancji
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Przykład . Przedziały ufności dla wartości oczekiwanej i odchylenia standardowego.

Ze zbioru 2000 liczb (znajdujących się w pliku gauss.dat) losujemy 10 liczb (początkowo losujemy pozycje tych liczb, a potem wybieramy liczby na tych pozycjach). W programie Mathematica użyto instrukcji:

gau=Import[“gauss.dat”]; gau=Flatten[gau]; ga=Part[gau, Table[Random[Integer,{1,2000}], {10}]]

Oto przykład wylosowanych liczb (tablica ga):


80, 82, 100, 114, 90, 106, 86, 100, 100, 102.

Dla tej próby: wartość średnia jest równa 96.0000, odchylenie standardowe (pojedynczego pomiaru) 11.0353

	Poziom ufności
	Przedział ufności dla wartości oczekiwanej
	Przedział ufności dla odchylenia standardowego

	0.999
	79.32 – 112.68
	6.08 – 33.58

	0.99
	84.66 – 107.34
	6.82 – 25.13

	0.95
	88.11 – 103.89
	7.59 – 20.15

	0.90
	89.60 – 102.40
	8.05 – 18.16

	0.80
	91.17 – 100.83
	8.64 – 16.22

	0.70
	92.16 – 99.84
	9.08 – 15.08

	0.60
	92.92 – 99.08
	9.46 – 14.37




Poniżej przedstawiono obliczone przedziały ufności dla wartości oczekiwanej (poziom ufności 0.8) w kolejnych 12 próbkach (liczność próbki n=10), wylosowanych z tej samej tablicy 2000 liczb:

	Nr próbki
	Średnia 

arytmetyczna próbki
	Przedział ufności dla wartości oczekiwanej
	Szerokość przedziału ufności

	1
	98.60
	95.93 – 101.27
	5.34

	2
	100.59
	97.68 – 103.51
	5.83

	3
	99.99
	97.26 – 102.73
	5.47

	4
	98.40
	95.21 – 101.59
	6.38

	5
	100.60
	97.05 – 104.15
	7.10

	6
	101.00
	96.73 – 105.27
	8.54

	7
	101.40
	98.79 – 104.01
	5.22

	8
	102.60
	99.10 – 106.10
	7.00

	9
	99.50
	95.67 – 103.33
	7.66

	10
	100.60
	97.51 – 103.69
	6.18

	11
	100.00
	96.29 – 103.71
	7.42

	12
	104.40
	101.93 – 106.87
	4.94


Jak widać to z powyższej tabeli, szerokość przedziału ufności dla wartości oczekiwanej zmienia się od próby do próby, pomimo tego, że liczebność próbek jest taka sama i taki sam jest poziom ufności.

Hipoteza statystyczna i jej weryfikacja

Hipoteza statystyczna:
każdy sąd o populacji generalnej wydany na podstawie badań częściowych, dający się zweryfikować metodami statystycznymi, czyli na podstawie wyników badań próby

Hipoteza parametryczna:
hipoteza dotycząca parametrów rozkładu statystycznego.

Hipotezy weryfikujemy za pomocą testów statystycznych.

Test statystyczny:
metoda postępowania, która każdej próbce x1, x2, ...,xn przyporządkowuje z ustalonym prawdopodobieństwem decyzje odrzucenia lub przyjęcia sprawdzanej hipotezy.



Testy statystyczne



                                                                                                                                           

Parametryczne testy istotności

Rozpatrzymy poniżej 3 parametryczne testy istotności dotyczące:

a) wartości oczekiwanej;

b) różnicy wartości oczekiwanych w dwóch próbkach;

c) wariancji i odchylenia standardowego.

Teza rzeczowa – to, co mamy udowodnić metodą statystyczną, np. że wartość średnia obliczona dla próby jest większa od wartości oczekiwanej w populacji generalnej. W tym celu formułujemy hipotezę, którą zamierzamy weryfikować. Nazywamy ją hipotezą zerową i oznaczamy H0. Może ona brzmieć następująco: wartość oczekiwana jest równa (0, co zapiszemy  H0: (=(0. Zwykle testujemy hipotezę zerową wobec hipotezy alternatywnej Ha, np. Ha:  (=(1((0. Wyniki weryfikacji jakiejś hipotezy nie dają nam absolutnej pewności, ale wnioski możemy sformułować z dowolnie dużym prawdopodobieństwem. Tezę rzeczową, którą chcemy udowodnić metodą statystyczną zwykle nie przyjmujemy jako hipotezy zerowej H0, ale jako hipotezę alternatywną, którą przyjmujemy po ewentualnym odrzuceniu hipotezy zerowej H0.  

Testowanie składa się z następujących etapów:

1) Sformułowanie tezy rzeczowej i ustaleniu hipotez H0 i Ha;

2) Wyboru właściwej funkcji testowej (statystyki z próby);

3) Przyjęciu stosownego poziomu istotności (
4) Odczytaniu wartości krytycznych w tablicach dystrybuanty właściwego rozkładu i ustaleniu obszaru krytycznego;

5) Odrzuceniu hipotezy zerowej na korzyść hipotezy alternatywnej, gdy funkcja testowa obliczona z próby znajduje się w obszarze krytycznym i nie odrzucenie jej, gdy funkcja testowa jest poza obszarem krytycznym

Test istotności dla wartości oczekiwanej

Testować będziemy 3 warianty hipotez H0 i Ha
1) H0: (=(0; Ha: (=(1((0
2) H0: (=(0; Ha: (=(1<(0
3) H0: (=(0; Ha: (=(1>(0
W przypadku, gdy weryfikację opieramy na dużej próbie (n>30) i znane są parametry populacji, najwygodniejszą funkcją testową jest średnia standaryzowana 
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Z taką sytuacją spotykamy się w technicznej kontroli jakości produktów. W przypadku, gdy weryfikację opieramy na małej próbie (n<30) i nieznane są parametry rozkładu, to statystyką testową będzie 
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1) H0: (=(0; Ha: (=(1((0
         Dwustronny   obszar

                krytyczny

 (odrzuć H0 na korzyść Ha)

          (-(, -tn,(), (tn,(, +()

                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

2) H0: (=(0; Ha: (=(1<(0
         Jednostronny   obszar

                krytyczny

 (odrzuć H0 na korzyść Ha)

                 (-(, -tn,()


3) H0: (=(0; Ha: (=(1>(0
         Jednostronny   obszar

                krytyczny

 (odrzuć H0 na korzyść Ha)

                 (tn,(, +()

Wnioskowanie dotyczące równości wartości oczekiwanych

Często zachodzi konieczność porównania wyników dwóch prób i odpowiedzenia na pytanie, czy pochodzą one z tej samej populacji generalnej, co formalnie zapisujemy w postaci hipotezy zerowej H0: (1= (2. Dla małych prób o nieznanej wariancji funkcją testową może być zmienna losowa t Studenta. Można udowodnić następujące twierdzenie:

Jeżeli mamy dwie próby wylosowane z populacji o takiej samej wariancji  ( : próbę I o liczebności n1 pochodzącą (z populacji o rozkładzie N((1, () i próbę II o liczebności n2 pochodzącą z populacji o rozkładzie N((2, (), to zmienna losowa 
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ma rozkład Studenta o (n1+n2-2) stopniach swobody. W tym wzorze S2 oznacza wariancję z próby. 

Po ustaleniu hipotezy zerowej H0 i alternatywnej Ha, dalsze etapy testowania są takie same jak w przypadku poprzedniego punktu.

Testowanie hipotez dotyczących wariancji i odchylenia standardowego

Będziemy testować hipotezę, że wariancja ma ściśle określoną wartość 
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o (n-1) stopniach swobody.
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Test zgodności (2 Pearsona

Służy do testowania hipotez dotyczących dystrybuanty, gęstości prawdopodobieństwa lub funkcji prawdopodobieństwa (dla cechy skokowej). Testem zgodności nazywamy test do weryfikacji hipotezy dotyczącej zgodności pomiędzy rozkładem zbioru wartości w próbie i postulowanym rozkładem teoretycznym. Na podstawie np. wykonanych histogramów wysuwamy hipotezę zerową, że np. dystrybuantą badanej cechy jest jakaś konkretna funkcja. Hipotezą alternatywną będzie zaprzeczenie hipotezy zerowej. Hipotezę zerową możemy odrzucić na przyjętym poziomie istotności ( lub też stwierdzić, że badana próbka nie jest sprzeczna z hipotezą zerową na tym poziomie istotności. Procedura weryfikowania hipotezy zerowej jest następująca:

a) Dzielimy wyniki doświadczalne na k klas (k(5) o liczebności w każdej klasie ni co najmniej 6;

b) Obliczamy teoretyczne prawdopodobieństwo pi , że x należy do tej klasy;

c) Obliczamy liczebność teoretyczną n(pi w danej klasie;

	Numer klasy


	Granice klas
	Liczebności

doświadczalne n​i
	Prawdopodobieństwo

teoretyczne pi
	Liczebności hipotetyczne

	1
	g0 g1
	n1
	p1
	n(p1

	2
	g1 g2
	n2
	p2
	n(p2

	
	
	
	
	

	k
	gk-1 gk
	nk
	pk
	n(pk
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d) Obliczamy wartość 
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Statystyka ta ma rozkład (2 o (k-1) stopniach swobody.

e) Z tablic rozkładu chi-kwadrat, dla wybranego poziomu istotności (, odczytujemy wartość 
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f) Gdy 
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, to wnioskujemy, że pobrana próbka przeczy hipotezie zerowej na poziomie istotności (. Obszarem krytycznym jest zatem jednostronny obszar  (
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Parametry dwuwymiarowych zmiennych losowych

Dwuwymiarowa zmienna losowa: zdarzenie elementarne można opisać za pomocą uporządkowanej pary liczb (xi, yi), np. pomiary prądu i napięcia na oporniku.

Kowariancja
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dla zmiennej losowej ciągłej
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dla próby n-elementowej wylosowanej z populacji
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gdy (xy=0, to te dwie zmienne są niezależne.

Współczynnik korelacji liniowej
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(1) 

Współczynnik r jest estymatorem zgodnym (ale obciążonym, E(r)(() współczynnika (.

Współczynnik korelacji musi być zawarty w przedziale (-1, +1). Gdy (=0, to nie zachodzi korelacja, zmienna X nie wpływa na zmienną Y. Korelacja jest maksymalna, gdy (=(1. Wzory do obliczania kowariancji i współczynnika korelacji liniowej
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(2)
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(3)

Zatem współczynnik korelacji liniowej z próby
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Wzór powyższy otrzymuje się po podstawieniach równań (2) i (3) do (1) oraz pomnożeniu licznika i mianownika przez n2.

Wnioskowanie dotyczące korelacji. Odpowiadamy na pytanie, czy istnieje korelacja pomiędzy dwiema zmiennymi.

Hipoteza zerowa: 

H0: (=0 (nie ma korelacji)

Hipoteza alternatywna 
Ha: (((>0

Funkcją testową jest zmienna losowa Studenta t o (n-2) stopniach swobody
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  Z tablic rozkładu Studenta odczytujemy – dla wcześniej przyjętego poziomu istotności  ( - wartość krytyczną tn-2,(. Jeżeli obliczona wartość t znajduje w dwustronnym obszarze krytycznym (-(, - tn-2,(), (tn-2,(, +(), to H0 należy odrzucić na korzyść hipotezy Ha                                                     

Regresja liniowa

Równanie wiążące dwie zmienne losowe, wchodzące w skład dwuwymiarowej zmiennej losowej nazywa się równaniem regresji. Gdy równanie to jest liniowe, mówimy o regresji liniowej.


Dla populacji





Dla próby


y=(x+(





y=ax+b


(, ( - współczynniki regresji



a, b – współczynniki regresji



liniowej w populacji



liniowej dla próby

Współczynnik kierunkowy prostej a i współczynnik przesunięcia b są estymatorami współczynników ( i (. Empiryczne współczynniki regresji liniowej a i b oblicza się metodą najmniejszych kwadratów. W metodzie tej minimalizowana jest pewna funkcja S(a, b) - zależną od współczynników a i b - będąca sumą kwadratów odchyłek punktów doświadczalnych od poszukiwanej prostej. Ogólne równanie na funkcję S można zapisać w postaci





[image: image195.wmf](

)

(

)

[

]

å

-

+

-

=

=

n

i

i

i

i

i

i

i

Y

y

y

w

X

x

x

w

S

1

2

2

)

(

)

(


gdzie (xi, yi) są zmierzonymi parami punktów, (Xi, Yi) odpowiadającymi im punktami na prostej, w(xi) i w(yi) – wagami, odpowiednio x-ową i y-ową punktu i-tego. Wagi są odwrotnościami kwadratów niepewnościami odpowiednich punktów pomiarowych, zatem
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 , gdzie ( oznacza odchylenie standardowe. W zależności od naszej wiedzy o niepewnościach mierzonych punktów pomiarowych można rozpatrzyć 5 przypadków wyznaczania prostej metodą najmniejszych kwadratów. 

(I) Gdy y=ax+b jest prostą regresji cechy Y względem X. Jest to historycznie pierwszy rozpatrzony wariant metody dopasowania prostej do wyników eksperymentalnych (Legendre, Laplace, Gauss). Można go nazwać normalną metodą najmniejszych kwadratów (ang. normal least squares). Stosujemy ten przypadek wtedy, gdy niepewnościami ( obarczone są jedynie wielkości yi, zatem Xi=xi. Przyjmujemy, że wszystkie wagi są równe 
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. Odchyłka i-tego punktu (xi, yi) od linii prostej będzie równa 
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. Zaznaczona jest ona odcinkiem prostej na rysunku poniżej. Suma kwadratów S, którą minimalizujemy będzie równa 
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Rozwiązując ten układ równań otrzymamy
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 Powyższe wzory na współczynniki a i b można także zapisać w zwięzłej postaci:
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Otrzymana prosta przechodzi przez punkt 
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(II) 

Gdy y=a’x+b’ jest prostą regresji cechy X względem Y. Stosujemy ten przypadek wtedy, gdy niepewnościami obarczone są jedynie wielkości xi. Wtedy metoda najmniejszych kwadratów daje następujące wzory na a’ i b’:
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Także ta prosta przechodzi przez punkt 
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(III) Gdy y=a’’x+b’’ jest prostą regresji ortogonalnej. Stosujemy ten przypadek wtedy, gdy niepewnościami o takiej samej wielkości obarczone są zarówno x jak i y, jak również i wtedy, gdy niepewności nie są znane. Model ten nazywany jest także  modelem standardowym z wagami (ang. standard weighting model). Zakładamy, że wagi w funkcji S są wszystkie takie same i równe jedności. Odchyłką ( jest w tym przypadku odcinek prostopadły do linii prostej (rysunek obok), zatem 
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.  Metoda najmniejszych kwadratów daje następujące wzory na a’’ i b’’:
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(IV) Model standardowy z niezależnymi wagami

W modelu tym (ang. standard independent weighting model) niepewności występują zarówno dla xi jak i dla yi. Wszystkie niepewności x-owe są takie same, tzn. w(xi)=w1, a także wszystkie niepewności y-owe są równe, tzn. w(yi)=w2. Dla każdego punktu pomiarowego (xi, yi) wprowadzamy efektywną wagę (taką samą), zdefiniowaną następująco
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co spowoduje, że funkcja sumy kwadratów S przyjmie postać





[image: image212.wmf]å

-

-

=

=

n

i

i

i

b

ax

y

w

b

a

S

1

)

(

)

,

(

.

Przyrównanie pochodnych cząstkowych tej funkcji do zera daje nam dwa równani, z których można obliczyć współczynniki a i b;
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Równanie na współczynnik a daje dwie wartości; jedna (właściwa) odpowiada minimum funkcji S, druga odpowiada maksimum funkcji S dla dowolnej linii prostej przechodzącej przez punkt 
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(V) Model z niezależnymi wagami

W modelu tym nierównymi niepewnościami obarczone są xi i yi. Wprowadźmy efektywną wagę i-tego punktu
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Wtedy funkcja S przyjmie postać
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 Przyrównanie pochodnych cząstkowych tej funkcji do zera daje nam dwa równani, z których współczynników a i b nie można wyznaczyć analitycznie, a jedynie metodą iteracji. 

Wariancja empirycznych współczynników a i b regresji liniowej

Rozpatrzona zostanie  sytuacja, gdy niepewnościami obarczone są jedynie wartości yi (prosta regresji cechy Y względem X, przypadek I). Ponadto wyprowadzone wzory końcowe (9) i (12) są nieobciążonymi estymatorami odpowiednich wariancji i obowiązują dla próbki o dużej liczebności. 

Niech di=yi-axi-b będą odchyleniami wartości doświadczalnych od  prostej regresji. Nieobciążony estymator wariancji zmiennej y, traktowanej jako zmienna niezależna y=f(x), jest określony równaniem
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(1)

Wariancję wartości średniej 
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 obliczamy jak dla zwykłej średniej, dlatego
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(2)

Równanie (1) można przekształcić do rachunkowo wygodniejszej postaci
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(3)

Wariancję współczynnika kierunkowego regresji liniowej a obliczamy jako wariancję wielkości mierzonej pośrednio, przyjmując, że a jest funkcją yi. Zatem
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(4)

Pamiętając, że 
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(5)

oraz
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(6)

Podstawiając (6) do (4), otrzymamy
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(7)

Sumowania po indeksach i oraz k są równoważne, bo są to sumowania po tych samych wartościach. Zamiast k można wstawić i, a następnie wykonać odpowiednie redukcje, dostając
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(8)

Podstawiając (3) do (8) otrzymamy ostatecznie
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(9)

Wariancję współczynnika przesunięcia b regresji liniowej obliczymy z wzoru na wariancję wielkości mierzonej pośrednio, przyjmując, że jest on funkcją 
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(10)

Pochodne cząstkowe wyrażają się wzorami
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Dlatego wzór (10) przyjmie postać
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(11)

Podstawiając (2) do (11) i wykonując stosowne przekształcenia otrzymamy ostatecznie
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(12)

Estymacja przedziałowa współczynnika kierunkowego (  prostej regresji y=(x+(  cechy Y względem  X

Na podstawie danej próbki realizację przedziału ufności dla współczynnika (, na poziomie ufności (1-(), wyznacza się ze wzoru
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t(,( jest wartością krytyczną zmiennej losowej Studenta dla (=(n-2) stopni swobody (patrz rysunek obok). Wyrażenie na wartość współczynnika a podane zostało na poprzednim wykładzie.

Estymacja przedziałowa  współczynnika przesunięcia (  prostej regresji y=(x+(  cechy Y względem X

Realizację przedziału ufności dla współczynnika (, na poziomie ufności (1-(), wyznacza się ze wzoru
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a pozostałe symbole mają podobny sens jak w poprzednim punkcie.

Obszar ufności dla prostej regresji liniowej

Współczynniki regresji liniowej a i b obarczone są niepewnościami Sa i Sb, dlatego prosta regresji nie jest jednoznacznie określona. Wariancja (2) jest miarą niepewności jednego punktu prostej regresji o współrzędnych 
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(13)

.Chcemy znaleźć wariancję innych punktów prostej regresji. W tym celu dowolny punkt prostej 
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Z prawa przenoszenia wariancji mamy
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Obliczmy  pochodne cząstkowe
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Podstawienie (15) do (14) da nam równanie na wariancje dowolnego punktu prostej
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Jak widać ze wzoru (16) najmniejszą wariancję ma punkt środkowy 
[image: image245.wmf])
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 i rośnie ona z kwadratem odległości od punktu środkowego. Dla małych prób, przy obliczaniu odchylenia standardowego trzeba stosować rozkład Studenta, czyli w praktyce odchylenie standardowe należy pomnożyć przez współczynnik Studenta t(,( odczytany dla poziomu istotności ( i o (=n-2 stopniach swobody (rysunek na poprzedniej stronie). Przedział ufności dla dowolnego punktu prostej regresji zapiszemy zatem następująco
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Szerokość przedziału ufności podobnie jak wariancja rośnie wraz z odchyleniem od punktu środkowego prostej regresji. Obwiednie punktów wyznaczonych przedziałami ufności (17) dla różnych punktów xi nazywamy krzywymi ufności prostej regresji liniowej. Dwie pary krzywych ufności, na poziomie ufności 1-(=0.98 i 0.80 przedstawione są na rysunku obok. Obszar zawarty między krzywymi ufności nazywamy realizacją obszaru ufności dla prostej regresji  na poziomie ufności 1-(.

Test 1

1. Gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej X przedstawiona jest na rysunku poniżej i stanowi połówkę sinusoidy. 

[a] Jaka jest wartość f0, gdy gęstość prawdopodobieństwa jest znormalizowana? 

[b] Jaka jest wartość oczekiwana tego rozkładu? (bez obliczeń, jedynie uzasadnić);


[c] Wyprowadzić wzór na dystrybuantę 

tego rozkładu;

[d] Obliczyć kwartyl dolny tego rozkładu;

[e] Wygenerować próbkę 6 liczb o takim rozkładzie prawdopodobieństwa;

[f] Obliczyć estymator wartości oczekiwanej 
[image: image247.wmf]x

 i estymator odchylenia standardowego 
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 dla tej próbki;

[g] Stosując statystykę testową 
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, mającą rozkład Studenta o n-1 stopniach swobody, zweryfikować hipotezę H0: (=(0=1.5 wobec hipotezy alternatywnej Ha: (>(0 na poziomie istotności (=0.01;

[h] Zweryfikuj hipotezę (na poziomie istotności (=0.05), że poniższa próbka pochodzi z rozpatrywanego rozkładu. Próbka (n=44; 
[image: image250.wmf]x

=0.10227; s=0.69298): 
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Test 2

2. Gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej X przedstawiona jest na rysunku poniżej i stanowi połówkę funkcji cosinus. 

[image: image251.wmf]-2
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[a] Jaka jest wartość f0, gdy gęstość prawdopodobieństwa jest znormalizowana? 

[b] Jaka jest wartość oczekiwana tego rozkładu? (bez obliczeń, jedynie uzasadnić) 

[c] Wyprowadzić wzór na dystrybuantę tego rozkładu 

[d] Obliczyć kwartyl górny tego rozkładu  

[e] Wygenerować próbkę 6 liczb o takim rozkładzie prawdopodobieństwa 

[f] Obliczyć estymator wartości oczekiwanej 
[image: image252.wmf]x

 i estymator odchylenia standardowego 
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[g] Stosując statystykę testową 
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, mającą rozkład Studenta o (n-1) stopniach swobody, zweryfikować hipotezę H0: (=(0=0.5 wobec hipotezy alternatywnej Ha: (<(0 na poziomie istotności (=0.01 

[h] Zweryfikuj hipotezę (na poziomie istotności (=0.05), że poniższa próbka pochodzi z rozpatrywanego rozkładu. Próbka (n=44; 
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Znormalizowany rozkład gęstości prawdopodobieństwa f(x) dany jest odcinkiem prostej i przedstawiony na rysunku poniżej, gdzie a=20. 1) Oblicz wartość b; 2) Wyprowadź równanie na f(x); 3) Oblicz wartość oczekiwaną (; 4) Wyprowadź równanie na dystrybuantę d(x) tego rozkładu; 5) Uzupełnij poniższą tabelę
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6) Wykonano 50 pomiarów. Ile z nich znajdzie się w przedziale (17, 20)?

7) Podaj sposób na wygenerowanie próbki, która podlegałaby powyższemu rozkładowi (wykorzystaj równanie na d(x) i generator liczb losowych);

8) Wygeneruj próbkę 6-cio elementową . Możesz skorzystać z poniższych 6 liczb losowych z przedziału [0-1]: 0,656; 0,215; 0,833; 0,748; 0,818; 0,098.

9) Poniżej przedstawiono próbkę 30-to elementową
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Stosując test Pearsona, podaj najmniejszy poziom ufności, dla którego trzeba odrzucić hipotezę, że próbka ta pochodzi z populacji generalnej o powyższym rozkładzie f(x).

Znormalizowany rozkład gęstości prawdopodobieństwa f(x) dany jest odcinkiem prostej i przedstawiony na rysunku poniżej, gdzie a=20. 1) Oblicz wartość b; 2) Wyprowadź równanie na f(x); 3) Oblicz wartość oczekiwaną (; 4) Wyprowadź równanie na dystrybuantę d(x) tego rozkładu; 5) Uzupełnij poniższą tabelę
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6) Wykonano 50 pomiarów. Ile z nich znajdzie się w przedziale (2, 6)?

7) Podaj sposób na wygenerowanie próbki, która podlegałaby powyższemu rozkładowi (wykorzystaj równanie na d(x) i generator liczb losowych);

8) Wygeneruj próbkę 6-cio elementową . Możesz skorzystać z poniższych 6 liczb losowych z przedziału [0-1]: 0,656; 0,215; 0,833; 0,748; 0,818; 0,098.

9) Poniżej przedstawiono próbkę 30-to elementową
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Stosując test Pearsona, podaj najmniejszy poziom ufności, dla którego trzeba odrzucić hipotezę, że próbka ta pochodzi z populacji generalnej o powyższym rozkładzie f(x).

1.  Napisz pięć przykładowych wyników pomiarów pewnej wielkości, ilustrujących fakt, że dominujące dla nich są 

niepewności przypadkowe

2. Jakiego rzędu kwantylem jest mediana?

3. Podać definicję wariancji dla ciągłej zmiennej losowej

4.  Czego definicją jest 



5. Na rysunku przedstawiono krzywą gęstości pewnego unormowanego rozkładu zmiennej x. 

a)  Wyrazić z w funkcji c i d.

b)   Obliczyć średnia wartość x.

6. Czy wartość średnia i wartość oczekiwana są tym samym?

7. (10(1)/(20(2)=x((x. Oblicz x i (x.

8. Napisać równanie wiążące 

z 

.

9.  Prostokątny rozkład prawdopodobieństwa rozciąga się pomiędzy x1=5 a x2=20. Jaka jest wartość dystrybuanty 

tego rozkładu dla x=10?

10. Jaka jest wartość t2 i jego odchylenie standardowe, gdy t=8,0(0,2 s. 

11. Jaka jest wartość dystrybuanty rozkładu normalnego N(0,1) dla u= -1?

12. Jakiej wartości zmiennej standaryzowanej u odpowiada zmienna x=20 dla rozkładu normalnego N(10, 2)? 

13. Jaką wartość ma całka  

 dla rozkładu normalnego standaryzowanego?

14. Jakie są wartości punktów przegięcia w rozkładzie normalnym niestandaryzowanym?

15. Odczytać z tablic wartość krytyczną rozkładu (2 dla r=5 stopni swobody i (=0.1

16. Jaki jest związek pomiędzy odchyleniami standardowymi pojedynczego pomiaru i średniej arytmetycznej?

17. Jaki jest związek pomiędzy poziomem ufności a poziomem istotności?

18.  Naszkicować na tym samym rysunku rozkład gęstości prawdopodobieństwa dla rozkładu 

(2 dla małej i dużej wartości ilości stopni swobody.

19. Jakie własności ma estymator wartości oczekiwanej zwany wartością średnią?

20. Jaka jest różnica pomiędzy parametrycznymi testami istotności a testami zgodności?

21. Jakim rozkładem posługujemy się do estymacji wariancji?

22. Podaj wyrażenie na statystykę w teście (2 Pearsona

23.  Jakiemu rozkładowi podlega statystyka używana do wnioskowania dotyczącego równości wartości 

oczekiwanych?

24.  Testujemy hipotezę H: (=(0 wobec hipotezy alternatywnej K: (<(0.Przedstaw graficznie, kiedy należy odrzucić 

hipotezę H na korzyść kontrhipotezy K.

25. Podać wyrażenie na kowariancję próby n-elementowaej

26. Jakie wartości może przyjąć współczynnik korelacji?

27. Jaka jest interpretacja geometryczna paremetrów a i b regresji liniowej?

28. Udowodnić tożsamość: 

.

29.  Zdolnść emisyjna ciała doskonale czarnego E zależy od czwartej potęgi temperatury T. Co należy odłożyć na 

osiach x i y, aby punkty pomiarowe (T, E) ułożyły się wzdłuż linii prostej?

Estymacja przedziałowa





podajemy przedziały ufności dla nieznanych wartości pewnych parametrów, np. wartości oczekiwanej i wariancji





Estymacja punktowa





wyznaczamy z próby tylko niektóre parametry (punkty) rozkładu, a nie cały rozkład, np. dystrybuantę lub gęstość rozkładu. Nie potrafimy podać dokładności uzyskanej oceny.





Estymacja (ocena) nieznanych parametrów





Weryfikacja postawionych hipotez statystycznych





podejmowanie decyzji o prawdziwości lub fałszywości hipotezy statystycznej





Wnioskowanie statystyczne





Statystyka 





nie znamy rozkładu zmiennej losowej, a badamy próbkę wylosowaną z całej populacji





Statystyka opisowa





opis uzyskanych wyników bez wyciągania wniosków o populacji generalnej





Statystyka matematyczna





na podstawie uzyskanej próby wyciągamy wnioski o cechach populacji generalnej





Rachunek prawdopodobieństwa





znamy rozkład zmiennej losowej, wyznaczamy różne prawdopodobieństwa





Probabilistyka





(





testy zgodności





testy weryfikujące hipotezy dotyczące zgodności pomiędzy rozkładem wartości w próbce i rozkładem teoretycznym. 


Przykładem jest test (2 Pearsona





parametryczne testy istotności





służą do weryfikacji hipotez parametrycznych – odrzucić czy też nie hipotezę wyjściową (zerową)
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